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GÉOMÉTRIE GÉNÉRALE — MESURE DES ARCS DE COURBE, ETC. (*) [Q1d] 


— Séance du 5 août 1893 — 


DE LA LONGUEUR DES LIGNES COURBES 


493. — Dérinrrion. — La longueur d'une courbe est la limite vers laquelle 
tend le périmètre d'une ligne brisée inscrite dans cette courbe, lorsque les 
côtés lendent vers zéro. 

Nous justifierons cette définition en démontrant que cette limite existe 
et est unique, quelle que soit la loi suivant laquelle les côtés du poly- 
gone tendent vers zéro, pourvu toutefois que la courbe soit continue et * 
monogène. 

Ces deux conditions étant nécessaires et suffisantes, il ne sera question, 
dans ce chapitre, que de courbes continues et monogènes. 

En général, un point d’une courbe donnée n’est pas déterminé quand on 
connaît la position d’une seule de ses composantes. En effet, considérons 
une courbe quelconque, et soit P la composante positive d’un de ses points. 
I est clair que les points de la courbe, dont P est la composante positive, 
sont les points d’intersection de cette courbe avec la droite isotrope posi- 
tive de support P. Par conséquent, si la courbe est algébrique et de 


degré n, il existera n points de la courbe ayant pour composante posi- 
tive P. 


©) Suite du mémoire inséré au C. R. du Congrès de Pau, 1892, p. 432. 
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Mais, la courbe étant continue et monogène par hypothèse, les deux 
composantes isotropes d’un point qui se meut sur la courbe se trouvent 
tellement liées l’une à l’autre, que si l’une d’elles décrit une ligne con- 
tinue, l’autre décrira en même temps une ligne continue parfaitement 
déterminée. Il ne peut y avoir de difficultés que dans les deux cas suivants : 

4° Quand le point, représenté par ses deux composantes, passe par un 
point multiple de la courbe. 

En effet, le point peut évidemment continuer sa route en suivant 
l'un quelconque des chemins indiqués par les tangentes qui aboutissent au 
point multiple ; 

2 Quand le point mobile passe par un point circulaire, c’est-à-dire par un 
point de contact de la courbe avec une droite isotrope. 

Les points de la courbe infiniment voisins du point circulaire sont les 
points d’intersection de la tangente isotrope avec une circonférence de rayon 
infiniment petit ayant pour centre le point circulaire. Ces points d’inter- 
section sont les points cycliques, et l’on voit que la route à poursuivre 
par le point arrivé à un point circulaire est encore plus indéterminée que 
dans le cas précédent. L'examen de la question ferait connaître que les 
points circulaires sont des circonférences évanouissantes, et non des points 
uniques. 

Considérons une courbe donnée et soit AA’ l’un de ses points. 

Faisons décrire à la composante positive A une ligne continue quel- 
conque APZ; la composante négative A’ décrira en même temps une autre 
ligne continue A’P’Z' et le point AA” se rendra à la position 27’ en suivant 
sur la courbe un chemin parfaitement déterminé, à la condition toutefois 
de ne pas rencontrer sur sa route un point multiple ou circulaire. 

La forme arbitraire de la ligne APZ, qui relie À à Z, introduit dans la 
mesure de la longueur de l’arc de courbe AA’PP'Z7’ une indétermination 
qui ne se présente pas en géométrie ordinaire. 

En géométrie générale, un point peut se rendre d'une extrémité à l'autre 
d'un arc de courbe en passant par une infinité de chemins différents, tous 
tracés sur le même arc de courbe. 

Il est donc indispensable de démontrer que la longueur du chemin par- 
couru est toujours la même, quelle que soit la route suivie. 

494. — Théorème de l'indépendance de la longueur d'un arc de courbe 
envers le chemin suivi pour en rejoindre les deux extrémités. 

Ce théorème présente la plus grande analogie avec celui de Cauchy, 
relatif à l'indépendance de la valeur d’une intégrale f ‘ydæ envers le chemin 
suivi pour en rejoindre les deux limites. Pour micux faire ressortir cette 
ressemblance, nous calquerons autant que possible notre démonstration 
sur celle du théorème de Cauchy donnée par M. Marie (Nouvelles Annales 
de Mathématiques, année 1899, page 389). 
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Notre théorème peut s'énoncer ainsi : 

Un chemin propre à rejoindre les deux extrémités d'un arc de courbe, et 
qui ne passe pas par un point mulliple ou circulaire de la courbe, peut 
être modifié infiniment peu, puis insensiblement d’une manière appré- 
ciable, sans qu'il en résulie aucun changement dans la longueur du che- 
min, pourvu que, durant sa déformation continue, ce chemin ne passe 
jamais par un point multiple ou circulaire de la courbe. 

Considérons un premier chemin AA’BB'CC' ... XX'YY’ZZ’, et divisons-le 
en ses éléments 

AA'BB’, BB'CC', ..., XX'YY’, YYZZ. 


Nous avons démontré (147) que la longueur d’un arc de courbe mono-, 
gène infiniment petit est égale à la longueur de sa corde. Il résulte de là 
que la somme des longueurs des cordes infiniment petites 


AA'BB' + BB'CC' + ... + XX'YY' + YY’ZZ' 


est égale à la longueur du premier chemin. 

Construisons un deuxième chemin qui soit infiniment voisin du pre- 
mier, ef qui ne passe pas non plus par un point multiple ou circulaire de 
la courbe. Supposons en outre que, dans le mouvement continu infiniment 
petit opéré par le premier chemin pour venir occuper la position du 
deuxième, aucun des points situés sur ces parcours intermédiaires ne passe 
par un point multiple ou circulaire de la courbe. 

Il existera toujours sur le deuxième chemin des points Bibi Céns 
XXe Vi, qui seront respectivement infiniment voisins des points BB’ 
CC',..., XX’, YY du premier chemin. Les cordes AA'B,B:, B,BiC,Cx, .…, 
XX V4, YaY:ZZ sont infiniment petites et leur somme 


AA BB, + BBC +. ++ XX VV + YiYiZZ 


est égale à la longueur du deuxième chemin. 


Les arcs de courbe monogène infiniment petits se confondant avec leurs 
cordes, les arcs 


AA'BB B,B;, BB B,BiCC CCu, .., XX XX YY Y,Ÿ, YY Y,Y:ZZ 


peuvent être considérés comme des éléments de lignes droites. 
On a, par conséquent, les égalités suivantes : 


AAÏB,B;, = AA BB + BBB,B, 
BB BB; + B,B:C;C — BBCC -L CCC, C 


XX XXE XX = XX YY HE YYY,Y 
YYYN HE ONYZZ = YY ZX 
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Additionnons ces égalités membre à membre, et supprimons les termes 
égaux de part et d'autre; nous aurons : 


AA'BBi + BBC, Ci +. + Y,YiZZ — AA BB + BBCC +. YYZZ. 


Cette égalité exprime que la longueur du deuxième chemin est égale à 
celle du premier. 

On pourrait, sous des conditions analogues, remplacer le deuxième che- 
min par un troisième, et recommencer indéfiniment, tant que les condi- 
tions exigées seront rigoureusement remplies. 

Ainsi deux chemins terminés aux mêmes extrémités pourront se substi- 
tuer l’un à l’autre, si le premier peut se transformer insensiblement dans 
le second, sans que, dans ses formes intermédiaires, il passe jamais par un 
point multiple ou circulaire de la courbe. 

Nous dounerons le nom de réseau isodrome à l’ensemble de tous ces che- 
mins égaux. 

La démonstration précédente, fondée uniquement sur les propriétés élé- 
menfaires des courbes monogènes (146), prouve en même temps que le 
périmètre d’une ligne brisée inscrite dans une courbe, et dont les côtés 
diminuent indéfiniment, tend vers une limite unique. Notre définition de la 
longueur d’une courbe est donc entièrement justifiée. 

495. — Le théorème de l'indépendance des longueurs des chemins 
peut s’énoncer sous cette forme : 

La longueur du chemin suivi sur une courbe par un point qui revient à 
sa position de départ est identiquement nulle, lorsque ce chemin peut se 
. réduire à un point unique, sans que, dans ses transformations successives, 
il passe jamais par un point multiple ou circulaire de la courbe. 

On voit que, dans la mesure de la longueur d’un parcours, il est indispen- 
sable de tenir compte du sens des éléments qui composent le chemin. En 
conséquence, les grandeurs de deux éléments consécutifs PP'QQ et QORR, 
nécessairement situés sur une même droite, auront le même signe ou des 
signes contraires suivant que les semi-droites PP'QQ' et QQ'RR seront de 
même sens ou de sens contraires (33 et suivants). 

196. — Par analogie avec ce qui se passe en géométrie ordinaire, on 
comprend que les extrémités d’un are de courbe puissent être reliées l’une 
à l’autre par des chemins de longueurs différentes, et il est aisé de se 
rendre compte des conditions dans lesquelles les longueurs des chemins 
varient, 

Tout point multiple peut être considéré comme un carrefour auquel 
aboutissent plusieurs réseaux isotropes. Un point de la courbe peut donc 
se rendre d'une station à une autre en empruntant des réseaux isotropes 
différents. 

Sur un même réseau isotrope fermé un point peut aller d’une station à 
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une autre sans quitter le réseau, en suivant deux chemins opposés; le 
point peut encore revenir à sa position initiale en décrivant un chemin égal 
à la somme des deux premiers. Dans ce dernier cas, le réseau isotrope fermé 
ne peut être réduit à un point unique. 


La longueur constante de tous les parcours entiers d’un réseau isotrope . 


fermé, qui ne peut se réduire à un point unique, est désigné sous le nom de 
période. | 

Tous les chemins que l’on peut suivre sur la courbe pour se rendre d’une 
position à une autre ne peuvent varier que de quantités constantes, corres- 
pondant exactement aux longueurs des périodes. 

Le nombre de fois que ces périodes doivent être introduites respective, 
ment dans chaque parcours dépend des chemins suivis pour aller de la 
station de départ à la station d'arrivée. 


MESURE DES ARCS DE CIRCONFÉRENCE 


497. — Taéorëme. — Le rapport d'un angle à son sinus a pour limite 
l'unité lorsque l'angle converge vers zéro. 
Soit « + 6ÿ— À un angle quelconque. De l'égalité 


sin (a + 8ÿ— 4) = sin « cos (8 1) + cos « sin (8— 1) 
on déduit la suivante : 
sin (a + 8ÿ/— 1) — sin & cosh 8 + ÿ/— 1 cos « sinh 8. 
Si « et $ tendent indéfiniment vers zéro, on a : 


lim. sin & — eo, lim. sinh 8 — $, lim. cos « — 1, lim. cosh 8 — 1, 
et par suite : 


lim. sin « cosh 8 — «, lim. cos « sinh 8 =, » 
lim. sin {a + 8ÿ—1) = « + 8y—1 (c. Q.F.D.) 
498. — TnéorèMe. — Tout angle au centre infiniment pelit a la même 


mesure que l'arc q@&il intercepte sur une circonférence décrite de son sommet, 
comme centre, avec un rayon égal à l’unité. 

Le rayon étant égal à l'unité, la grandeur de la corde de l’arc intercepté 
par l’angle est égale au double du sinus de l’angle moîïtié. Par conséquent, 
en vertu du théorème précédent, la grandeur d’une corde infiniment petite, 
dans le cercle de rayon égal à l’unité, a la même mesure que l'angle au 
centre infiniment petit qui soutient cette corde. 

D'autre part, la longueur d’un arc de courbe monogène infiniment petit 
est égale à la longueur de sa corde. D'où FPon conclut que tout angle au 
centre infiniment petit a pour mesure l’arc de circonférence compris entre 
ses côtés. 


D 
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199. — Tuéorème. — Tout angle au centre a pour mesure l'arc compris 
entre ses côtés. 

L’angle au centre est égal à la somme d'une infinité d’angles infiniment 
petits, et chacun de ces angles infiniment petits a pour mesure l’arc de cir- 
conférence qu’il intercepte. 

Or, la somme de ces ares infiniment petits est égale à l’arc intercepté par 
l'angle au centre. 

Donc l'angle au centre a pour mesure l’arc de circonférence compris entre 
ses côtés. 

200. — A l'angle 2x correspond un arc qui a pour mesure la longueur 
d’une circonférence entière. On a donc le théorème suivant : 

Le rapport de la longueur d’une GRO ER quelconque à son diamètre 
est égal au nombre réel +. 

En conséquence, la période du réseau isodrome formé par une circon- 
férence du rayon r + r’ ÿ—"1 est égale à 2x (r L ry— 14). 

Les seuls points singuliers de la circonférence sont ses deux points ciréu- 
laires, qui se confondent avec les deux points cycliques. 

201. — Nous pouvons maintenant énoncer les théorèmes suivants : 

Dans un méme cercle ou dans des cercles égaux : deux angles au centre 
égaux interceptent des arcs égaux, et réciproquement deux arcs égaux sont 
interceptés par deux angles égaux. 

Tout angle inscrit dans un cercle a pour mesure la moitié de l'arc 
compris entre ses côtés, ou en diffère de x. 

Tout angle formé par deux sécantes a pour mesure la demi-somme des 
arcs compris entre ses côtés, ou en diffère de x. 


RÈGLE DES SIGNES EN GÉOMÉTRIE 


202. — Lorsqu'un théorème relatif à des segments et à des angles situés 
d'une façon quelconque dans un plan est convenablement et complètement 
énoncé, il doit toujours comporter la règle des signes. (LAGuERRE. ) 

Il est regrettable que la règle des signes, ainsi entendue, ne soit pas 
toujours appliquée lorsqu'on considère des segments comptés sur des lignes 
différentes ou des angles n’ayant pas même sommet. Les théorèmes énoncés 
sans tenir compte de la règle des signes perdent de leur beauté, manquent 
de généralité et paraissent quelquefois moins exacts. En voici un exemple. 

Tous les traités de géométrie élémentaire donnent le théorème suivant : 

Dans le cercle, tous les angles inscrits sous-tendus par la même corde 
sont égaux ou supplémentaires. 

Ainsi, tout angle APB inscrit dans l’un des deux segments déterminés 
par la corde AB serait le supplément d’un angle quelconque AP'B inscrit 
dans l’autre segment (fig. 1). 
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Rappelons la définition de l’angle conforme à la règle des signes. 

Étant données deux semi-droites a et b, l’angle (a, b) que fait la semi- 
droite origine a avec la semi-droite terme b est | 
l'angle dont il faut faire tourner a autour de l’in- 
tersection des deux semi-droites jusqu’à ce que les 
deux semi-droites s'appliquent l’une sur l’autre et 
soient dirigées dans le même sens. A 

L'angle est donc déterminé à un multiple près 
de 2x et si l’un de ses côtés change de sens l'angle 
est augmenté de +. 

On voit immédiatement, sur la figure, que les a : 
angles APB et AP'B diffèrent de x. Il paraît donc plus exact d’énoncer 
le théorème sous cette forme : 

Dans le cercle, tous les angles inscrits sous-tendus par la même corde 
sont égaux ou diffèrent de x. 

Le lieu géométrique des sommets d'un angle de grandeur constante, dont 
les côtés tournent autour de deux points fixes est, de fait, une circonférence 
entière, et non un système de deux arcs de cercle, comme on serait porté à 
le croire si l’on n’appliquait pas la règle des signes. 

203. — Quand on change la direction de l’un des côtés d’un angle, la 
grandeur de l'angle varie de x, mais sa représentation matérielle ne subit 
aucune modification. ‘ 

La géométrie analytique fournit le moyen de dessiner les figures écrites 
dans ses équations, mais elle paraît impuissante pour distinguer deux 
figures différentes qui ont la même représentation matérielle, comme deux 
segments de droites égaux en grandeur absolue et de sens contraires, ou 
deux angles qui diffèrent de 7. 

On comprend dès lors pourquoi la géométrie analytique ne fait pas x 
connaître la distance de deux points, ni la grandeur d’un angle, mais 
seulement le carré de la distance et le double de l'angle, ou bien la lon- 
gueur de sa tangente. 

C'est pour cette raison que Laguerre, dans ses recherches analytiques 
sur l'emploi des imaginaires en géométrie, n’a pu découvrir que les rela- 
tions fondamentales concernant le carré de la grandeur d’un segment et 
le double de la grandeur d’un angle. 


p 


P? 


IMPORTANCE DU THÉORÈME FONDAMENTAL 


204. — Ea définition suivante de la grandeur de l’angle a été donnée 
par Laguerre dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (année 1859, 


. p. 57). 


SE ur” TE 
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L'angle de deux droites est égal au logarithme multiplié par ee 
du rapport anharmonique que ces droites forment avec les lignes allant 
de leur point d’intersection aux points circulaires imaginaires. 

En d’autres termes, le double de la grandeur d’un angle est égal au 
logarithme géométrique du rapport anharmonique formé par les deux 
côtés de l'angle et les deux droites isotropes passant par son sommet. 

On démontre que cette définition revient identiquement à la suivante : 

Le double de la grandeur d’un angle est égal au logarithme géométrique 
du rapport des carrés des segments déterminés sur ses côtés par une 
droite isotrope quelconque. 

Notre théorème fondamental s’énonce ainsi : 

La grandeur d’un angle, réel ou imaginaire, est égale au Dash géomé- 
trique du rapport des segments déterminés sur ses côlés par une droite 
isotrope quelconque. 

Le théorème de Laguerre ne peut pas servir de fondement à une 
géométrie générale, pour l’unique raison qu’il ne permet pas de distin- 
guer l’un de l’autre deux angles qui diffèrent de x. Un exemple suffira 
pour convaincre le lecteur. 

Considérons un triangle quelconque AA'’BB'CC' et l’une de ses médianes 
AA’MM’. Les deux triangles AA’MM'BB’ et AA'MM'CC’ sont inégaux ; 
cependant les doubles des angles correspondants AA'MM'BB’ et AA’MM'CC' 
sont égaux, et les côtés adjacents à ces angles sont égaux chacun à 
chacun. 

Le théorème de Laguerre ne peut donc servir à démontrer que deux 
triangles sont égaux lorsqu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés 
égaux chacun à chacun. Au contraire, l'emploi du théorème fondamental 
rend très aisées les démonstrations des premières propositions de géomé- 
trie générale. 

Dans mes précédents mémoires, je me suis laissé entraîner à suivre de 
trop près la marche tracée par la géométrie ordinaire. En géométrie géné- 
rale, il est préférable de relier les premières propositions au théorème 
fondamental par la voie la plus directe. Si l’on adopte cette méthode, 
les démonstrations s’abrègent et se simplifient; il n’est plus nécessaire 
d’avoir recours à des artifices. 


Toute la géométrie générale est contenue en germe dans le théorème 
fondamental. 


RELATIONS ENTRE LES COTÉS ET LES ANGLES D'UN TRIANGLE 


205. — Pour nous conformer à la règle des signes, nous appellerons 
triangle la figure formée par trois semi-droites non isotropes qui se 


Tes hs re 1 EE 


Le 
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coupent deux à deux en trois points propres distincts, et nous considére- 
rons toujours ces trois points dans un ordre circulaire déterminé. 

Pour abréger, nous représenterons par des lettres simples les points, 

les droites et les angles de la géométrie générale ; en outre, pour permettre 
de suivre plus facilement les raisonnements sur une figure, nous rempla- 
cerons les lignes de la géométrie générale par les lignes correspondantes 
de la géométrie ordinaire. 
. Soient A, B, C les sommets d’un triangle ABC considérés dans l’ordre 
circulaire indiqué, et a, b, c les grandeurs des segments BC, CA, AB, 
mesurés sur les semi-droites qui déterminent le triangle ABC. Deux côtés 
du triangle considérés dans l’ordre indiqué, b et c par exemple, forment 
un angle (b, c) appelé angle extérieur. L’angle intérieur d’un triangle 
sera égal à l'angle extérieur correspondant augmenté ou diminué de +. 
Par angles d’un triangle on entend les angles intérieurs. 

Les angles formés par deux semi-droites étant en nombre infini, pour 
lever l’indétermination, nous conviendrons de choisir pour la partie réelle 
de chaque angle d’un triangle la grandeur comprise entre + x et — x. 


206. — Un système de trois semi-droites représente deux triangles, 
ABC et ACB, dans lesquels les sommets et les angles sont considérés dans 
un ordre inverse. Les côtés origine et terme des angles extérieurs de l’un 
de ces triangles sont respectivement les côtés terme et origine des angles 
correspondants dans l’autre triangle. 

Ces deux triangles ont tous leurs éléments, côtés et angles, inverses 
chacun à chacun, et l’on voit que la figure géométrique formée par trois 
droites représente seize triangles différents. 


207. — En menant par un point des semi-droites parallèles de même 
sens aux côtés d’un triangle quelconque, on démontre immédiatement 
que la somme des angles extérieurs de ce triangle est égale à 0 ou Æ x. 

D'autre part, les angles d’un triangle différent de x des angles extérieurs 
correspondants et, par convention, la partie réelle de ces angles est com- 
prise entre + x et — x. 

D'où l’on conclut que la somme des angles d'un triangle quelconque est 


égale à + r ou— 7. È 


208. — Considérons un triangle quelconque 
ABC (fig. 2). 

Soient «, 6, y les grandeurs des angles aux som- 
mets À, B, C, et a, b, c les longueurs des côtés 47 N 8 
opposés à ces sommets. 

Les droites isotropes positive et négative, qui 
passent par le sommet C, rencontrent respectivement ie côté opposé c 
en des points que nous désignerons par P et N. 


an. 
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En vertu du théorème fondamental, on a les relations suivantes : 


+. __ BP BC «tr __ CA __ NA 
* pc EN ‘ PA CA’ 


tous les segments étant comptés sur les semi-droites qui forment les côtés du 
triangle. 
Ces égalités donnent les suivantes : 


— BP —a@, — BN — ae, —PA—be", — NA — be, 
et comme c = AB — — BP — PA — — BN — NA, on a : 
cat +be" et c— as" + be. 


Ces formules expriment les relations fondamentales existant entre les 
angles et les côtés d’un triangle. 


209. — Des formules fondamentales on déduit immédiatement les 
suivantes : 


(1) c — a cos 8 + b cos x 


L'2 us 3 


a __Ssin« 
b +?  sinf 


& 


(2) SE 


sna sinf siny 


a+? —a—? 
ct — a + D? + 2ab TE — 


ce = a + b? + 2ab cos (x + B) 
(3) = a? + b? — Job cos +. 
En combinant les relations (1) et (2), on a: 


() sin y — sin & Cos £ + cos a sin 8 
sin (a + $) — sin « cos 2 + cos «a sin $. 


210. — Nous avons vu (206) que la figure géométrique formée par 
trois droites représente seize triangles. Soient a, 6, e et «, $, y les gran- 
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deurs des côtés et des angles de l’un de ces triangles. Les éléments des 
seize triangles auront pour séries de valeurs : 


a bc œ 3 Y a D © —a — $ + 

a b — c Ex 8E7 y q OD—e —a x —8Ex—7y 

a —b ec atr 8 YEr a—b © —aEx —8$ —YÈr 

a —b —c a BErY=r a—b—c —a —B8ÈEr—-ytr 
— a b G a Br YÈEr —& D © —a —$Lr—-ytr 
— à b— c ar 8 Y27T — 4 b—c —atr —$ —YyÈr 
— a —b c ax £BEx y —a—b © —atn —$Er—7+ 
—a@—b—c œ 8 Y —a@—b—c —a — 8 —Y 


La partie réelle de chaque angle d’un triangle devant être comprise 
entre + x et — x, le signe qui accompagne x sera toujours déterminé. ° 

Il est évident que toute relation entre les six éléments d’un triangle 
peut être remplacée par une relation identique entre les éléments corres- 
pondants d’un autre triangle représenté par la même figure géométrique. 
Donc, dans toute formule relative au triangle et qui renferme des valeurs 
des éléments a, b, €, «, 8, y, on peut remplacer ces quantités respective- 
ment par celles qui leur correspondent dans l’une quelconque des sérics 
du tableau ci-dessus, et la nouvelle formule obtenue sera exacte. Ainsi, 
par exemple, a, b, C, a, 8, y pourront être remplacés respectivement par 
da, —b,—0c,—a, —$B Er, —}—+r. Si les trois angles «, 6, y sont 
réels et positifs, ils seront remplacés par — «, x — 8, x — y. 

Dans ces transformations, il peut arriver que la somme des angles 
soit égale à + x dans un triangle et à — x dans l’autre. Dans ce cas, les 
résultats obtenus pourraient différer, mais alors on rétablirait sûrement 
l'exactitude en augmentant ou en diminuant de 2r l’un quelconque des 
six angles des deux triangles. 

La méthode de transformation indiquée est l’extension à la géométrie 


générale de la méthode de transformation continue de M. É. Lemoine. * 


SIMILITUDE DES TRIANGLES 


211. — On y voit beaucoup plus clair en géométrie générale, quand 
on commence paf l'étude des relations entre les côtés et les angles d’un 
triangle. 

En conséquence, il nous paraît utile de donner de nouvelles démons- 
trations pour quelques propositions qui n’ont pas été présentées sous leur 
véritable jour. 

212. — THÉORÈME. — Dans tout triangle isocèle, les angles opposés 
auæ côtés égaux sont égaux, et réciproquement tout triangle qui a deux 
angles égaux est isocèle. 
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Dans tout triangle, les côtés sont proportionnels aux sinus des angles 
opposés. Par conséquent, les angles opposés aux côtés égaux d’un triangle 
isocèle ont leurs sinus égaux. 

Les angles qui ont leurs sinus égaux sont égaux, ou bien leur somme 
est égale à Æ x. Or, la somme de deux angles d’un triangle ne peut être 
égale à + +. Donc, ces deux angles sont égaux. 

Réciproquement, tout triangle qui a deux angles égaux est isocèle. En 
effet, les angles égaux ont leurs sinus égaux, et les côtés opposés à ces 
angles sont proportionnels à leurs sinus. 

Ces démonstrations sont beaucoup plus simples et plus claires que celles 
données aux n% 73 et 74. 

243. — Taéorème. — Deux triangles sont directement semblables lors- 
qu'ils ont deux angles égaux chacun à chacun. 

Deux triangles sont dits directement semblables lorsqu'ils ont leurs 
angles égaux et les côtés homologues proportionnels. 

Deux triangles qui ont deux angles égaux chacun à chacun ont les 
trois angles égaux. Soient a, b, c et a’, b’, c' les côtés homologues de 
deux triangles qui ont leurs angles égaux. Des égalités 

’ , r 


a d c a b c 


ï te ne à ? n Ne A = 
sin Ssinf  siny sinx Sin sin 


? 
on déduit immédiatement les suivantes : 
_—. (c. Q. F. D.) 


Remarque. — Quand on change les signes des côtés d’un triangle, on 
obtient un second triangle directement semblable au premier. Le rapport 
de similitude de ces deux triangles est égal à — 1, 

214. — Tuéonèue. — Deux triangles sont inversement semblables lors- 
qu'ils ont deux angles inverses chacun à chacun. 

On dit que deux triangles sont inversement semblables lorsqu'ils ont 
les angles inverses et les côtés homologues proportionnels. 

Deux triangles qui ont deux angles inverses ont les trois angles inverses. 
Soient a, b,c, x, 6, ycta’,b',c', — a, — 8, — les éléments des deux 
triangles, On a les égalités : 


a b € a’ dv’ €. 
PT Te = n Eee 
sma  sin$ siny sina Sins sin y 

a b ce 


G. TARRY. — GÉOMÉTRIE GÉNÉRALE. — MESURE DES ARCS DE COURBE 1Â3 


REMARQUE. — Quand on change le signe conventionnel de rotation des 
angles, on obtient un second triangle inversement égal au premier. 

215. — Tuiorème, — Deux triangles sont directement ou inversement 
égaux lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à deux angles égaux ou inverses 
chacun à chacun. 

En effet, ces deux triangles sont directement ou inversement semblables, 
et leur rapport de similitude est égal à l’unité. 

. Les triangles inversement égaux sont aussi appelés symétriquement 
égaux, parce que deux triangles symétriques par rapport à une droite sont 
inversement égaux. 

216. — Tuéorème, — Toute semi-droite DE, parallèle de même sens à 
l'un des côtés BC d'un triangle ABC, divise les deux autres côtés en parties 
proportionnelles. 

Les angles des deux triangles ABC et ADE, dont les côtés correspondants 
sont parallèles de même sens, sont égaux; par conséquent, ces deux 
triangles sont directement semblables et ont leurs côtés proportionnels. La 
proposition est donc démontrée. 

247. — THéorèue, — Dans tout triangle ABC, la bissectrice BD d'un 
angle ABC, extérieur ou intérieur, divise le + 
côté opposé en deux segments AD et DC pro- 8 
portionnels aux côtés adjacents AB et BC 
(fig. 8). 

La bissectrice BD de j’angle extérieur en B : 5 è 
est une semi-droite déterminée; la semi- 
droite opposée serait la bissectrice d’un autre 
angle différant du premier d’un multiple impair de 2r. La semi-droite 
parallèle de même sens à la bissectrice et menée par le sommet A, ren- 
contre le côté opposé en un point E, et lon a: 


F1G. 3. 


D'autre part, les angles BAE et AEB sont respectivement égaux aux 
angles ABD et DBC, et par suite le triangle BAE est isocèle. En rem- 
plaçant, dans la proportion précédente, le segment EB par son égal BA, il 
vient : 

AD BA DA _ c 


DC BC © DC « 
On démontrerait de même que la bissectrice de l'angle intérieur en B 
coupe le côté opposé en un point D’ tel qu'on ait : 
D'A c 


CD a 
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248. — Théorème, — Le lieu des points dont les distances à deux semi- 
droîtes fixes ont un rapport donné est une ligne droile qui passe par leur 
point de concours. 

La démonstration peut être calquée sur celle donnée par M. Rouché 
(Traité de Géométrie, 6° édition). On trouve pour le lieu une scule droite, 
au lieu d’un système de deux droites, en appliquant le principe des 
signes. 

249. — ProBième. — Construire le point double (centre de similitude) 
de deux figures directement semblables. 

Soient AB, A'B’ deux segments homologues et X le point cherché. 

On connaît le rapport des deux segments XA et XA’, égal au rapport 
des deux segments AB et A'B’, et l'angle des semi-droites XA et XA’, égal à 
Fangle formé par deux semi-droites homologues quelconques. Le pro- 
blème est donc ramené à construire un triangle AXA’ de similitude donnée, 
connaissant l’un de ses côtés AA”. 

REMARQUE. — Quand les deux figures sont directement égales, le point X 
se trouve sur la perpendiculaire élevée au milieu du segment AA. IL ré- 
sulte de là que si deux segments AB et AB’ sont égaux, les perpendicu- 
laires élevées aux milieux des segments AA’ et BB sc coupent en un point X 
tel que les deux triangles XAB et XA’B soient directement égaux, et non 
inversement égaux. | 

220. — On dit que deux semi-droites, tracées dans lc plan d’un angle, 

sont antiparallèles lorsque la premitre fait avec l’un 
des côtés de l’angle donné un angle inverse à celui 
0 que la seconde fait avec l’autre côté. 

Ainsi les deux semi-droites DE et BC sont antipa- 
rallèles par rapport à l'angle A si l'angle ADE est 
É L inverse à l'angle ACB. On voit que, réciproquement, 
les côtés de l'angle A sont antiparallèles par rapport 
à l'angle formé par les deux semi-droites DE et BC. 

221. — Tuéoriur. — Deux semi-droiles anliparallèles par rapport à 
un angle déterminent avec les côtés de cet angle deux triangles inverse- 
ment semblables. 

En effet, les deux triangles ADE, ACB ont deux angles inverses chacun 
à chacun, savoir l’angle ADE inverse à l’angle ACB et l'angle EAD inverse 
à l’angle BAC. 

222. — TnéonèuEe. — Lorsque les deux côtés d’un angle sont coupés 
par deux semi-droiles antiparallèles, le produit des distances du sommet 
aux deux points où chacun des côlés est rencontré par les deux transver- 
sales est constant. 


Soient DE et BC, deux semi-droites antiparallèles par rapport à 
l'angle A. 


A 


€ 


FIG. 4. 
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Les deux triangles ADE et ACB sont inversement semblables et, par 
conséquent, ont leurs côtés homologues proportionnels, Donc : 


AD  EA 
= * AD.AB = AE.AC (c. 0. r.p.). 
223. — Tuéorème. — Si du sommet À de l'angle droit d'un triangle 


rectangle ABC, on abaisse la perpendiculaire AD à l’hypoténuse: 1° Chaque 


. côté de l'angle droit est moyenne proportionnelle entre l'hypoténuse et sa 


projection sur l’hypoténuse; 2° La perpendiculaire AD est moyenne pro- 
portionnelle entre les deux segments BD et DC déterminés sur l'hypoténuse 


par le pied D de la perpendiculaire (fig. 8). A 


Menons par le point A les semi-droites res- 
pectivement antiparallèles à AC par rapport à 
l'angle B, et à AB par rapport à l'angle C. 

Ces deux antiparallèles rencontrent l’hypoté- 
nuse au même point D, projection du sommet À, 
et il est aisé de voir que ces antiparallèles sont des semi-droites de sens 
contraires. 

La propriété fondamentale des antiparallèles donne les relations sui- 
vantes : 


8 D € 
FIG. 5. 


BA? — BC.BD, CA? — CB. CD. 


Les deux triangles BDA et ADC, inversement semblables au triangle 
BAC, sont directement semblables et ont leurs côtés proportionnels. Par 


conséquent : 
BD __ AD 


DA DC 
Les segments DA et AD, mesurés sur des semi-droïites opposées, sont 
égaux, et par suite l'égalité précédente peut être remplacée par la sui- 
vante : 
; AD — BD .DC. 


224. — Tuéonèmr. — Si, d’un point pris dans le plan d'un cercle, on 
méêne des sécantes à ce cercle, le produit des distances E 
de ce point aux deux points d'intersection de chaque 
sécante avec la circonférence est constant, quelle que 
soit la directionde la sécante. 

Soient EA, EC deux sécantes issues du point fixe E 
(fig. 6); il s’agit de démontrer qu’on a : 


EA .EB — EC. ED. 


FiG. 6. 


L’angle que fait la semi-droite AB avec la semni- 
droite AC est égal à l'angle que fait la semi-droite DB avec la semi- 
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droite DC, ou en diffère de x. Par conséquent, l'angle EAC est égal à 
l’angle BDE ou en diffère de *, et les deux semi-droites AC et BD sont 
antiparallèles, ou bien l’une d’elles est antiparallèle à la direction op- 
posée de l'autre. 

Donc, dans l’un et l’autre cas, on a la relation ci-dessus. 

225. — Théorème. — Le lieu géométrique des points dont les distances 

i: à deux points fixes sont dans un rap- 

port donné est une circonférence. 

Soient À et B les deux points fixes 
(fig. 7), à le rapport donné et M un 
point quelconque du lieu, c’est-à-dire un 


0 A 


FIG. 1. point tel que ne =) 


Par le point M menons la droite antiparallèle à la droite AB par 
rapport à l’angle AMB, et soit O l'intersection de cette antiparallèle avec 
la droite AB. 

Les droites MA, MB sont antiparallèles par rapport à l’angle en O, et 
l’on a les relations suivantes : 


OA _OM_MA _, 
OM OB MB 
OA 


= =}, OM —OA.OB. 


Ces relations démontrent que le point O est fixe et que la distance OM 
est constante. 

Le point variable M se trouve donc sur une circonférence fixe. 

Réciproquement, tout point M de cette circonférence appartient au 
lieu. 

En effet, l'égalité OA .0B — OM® prouve que les droites MA et MB 
sont antiparallèles. On a donc les relations suivantes : 


MA_OA_OM_ /04_, 
MB OM O0B VOB 


226. — PROBLÈME. — Construire le point double de deux figures 
inversement semblables. 

Un point quelconque M, considéré comme appartenant successivement 
à chacune des deux figures inversement semblables, a pour homologue 
A et B dans l’autre. Le point double est le point O de la figure précé- 
dente. 

Cette construction est la plus simple que je connaisse, au point de vue 
de la Géométrographie de M. É. Lemoine. 


PE 
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On remarquera que si deux figures sont symétriques par rapport à 
une droite, à tout point du plan considéré comme appartenant à l’une 
ou l’autre des deux figures correspond toujours le même point homologue 
dans l’autre. 

Dans ce cas très particulier, il existe une infinité de points doubles 
dont le lieu est l’axe de symétrie des deux figures. 


CONSTRUCTION DES TRIANGLES 


227.— Nous allons donner les constructions fondamentales du triangle, 
en appliquant la règle des signes. Il sera important de remarquer que le* 
triangle pourra toujours être construit avec la règle et le compas ou 
résolu par la trigonométrie générale, quelles que soient les valeurs des 
données, réelles ou imaginaires. 

Pour chacun de ces problèmes nous comparerons la solution géomé- 
trique avec la solution trigonométrique, et nous constaterons leur entière 
concordance. 

Nous continuerons à représenter les éléments du triangle par des lettres 
simples. Les côtés et les angles seront désignés par a, b, e et «, B, +. 

228, — PROBLÈME. — Construire un triangle connaissant un côté à et 
les deux angles adjacents 8, +. 

Sur une semi-droite quelconque construisons un segment BC égal au 
côté a. Nous connaissons les grandeurs des angles 8, y et leur côté commun; 
nous savons construire les semi-droites des seconds côtés. Soit A le point 
d’intersection de ces deux semi-droites. 

ABC est le triangle cherché. Les grandeurs des côtés et des angles sont 
déterminées sans ambiguïté. 

Solution trigonométrique. — Les valeurs des éléments inconnus sont” 
données par les formules suivantes : 

a b € 


a = Er—$— — == ——- 
F—É—T sine sins siny 


L’angle a est déterminé sans ambiguïté, la valeur de la partie réelle de 
cet angle devant être comprise entre + x et — x. Les valeurs des côtés 
b et c sont aussi déterminées. 

229. — PROBLÈME. — Construire un triangle connaissant deux côtés, 
b et c, et l'angle compris «. 

Construisons un segment CA égal à b. Menons la semi-droite qui 
passe par le point A et fait avec la semi-droite du côté b un angle égal 
à «, et sur cette semi-droite construisons le segment AB égal à c. 

En mesurant le segment BC sur l’une et l’autre des deux semi-droites 


Éd 
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qui passent par les points B et C, on obtiendra deux triangles qui satis- 
feront aux conditions de l’énoncé et auront la même représentation ma- 
térielle. 

Les éléments respectifs de ces deux triangles sont : 


a, 0,0, a,8,y et —ab,c,a,BTxr, y Er, 


le signe de x étant toujours déterminé. 
Solution trigonométrique. — On se servira des formules suivantes : 


b — c) tan 
Prier jgf=t""783 
RS D 2 b+e 
La dernière égalité fournit deux valeurs pour Ê _. T, qu’on peut écrire 


T . 
sous la forme w + 5? et les formules donnent les valeurs suivantes pour 
l'angle 8 : 


P=tS—gteots 


Appelons 0 la partie réelle de l’angle égal à — 5 + w. On voit que 8 est 
compris entre + x et — x et que la partie réelle de l’angle 8 est nécessai- 
rement égale à 6 ou 0 Æ x, le signe de x étant déterminé sans ambiguïté. 

La valeur de l'angle 8 étant fixée, celle de l’angle y l’est aussi. 


A chaque système de valeurs de 8 et ; correspond pour le côté a une 
grandeur unique, déterminée par la relation : 


bsina 


Le problème a toujours deux solutions. 

230. — PROBLÈME. — Construire un triangle connaissant deux côtés, 
a et b, et l'angle B, opposé à l’un d'eux. 

Construisons un segment BC égal à a, et par le point B menons la 
semi-droite formant avec la semi-droite du côté « un angle égal à 8; le 
côté c sera sur cette semi-droite. Construisons la circonférence de centre C 
et de rayon b. 

Soit À un point d’intersection de cette circonférence avec la semi-droite 
du côté c. Le triangle ABC satisfait aux conditions exigées et est entière- 
ment déterminé. 

Le problème a deux solutions, qui se confondent en une seule quand le 
triangle est rectangle en A. 
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Solution trigonométrique. — L’angle « est donné par la formule : 


a sin $ 


sin «a — 
b 


Il existe donc pour « deux valeurs, dont la somme cst égale à + + ou 
— *. Par suite, l’angle y peut prendre deux valeurs différentes. 

À chaque valeur de l’angle ; correspond pour le côté c une valeur 
unique : Le 
. sin 
— sin ; ° 


Le problème a deux solutions, qui se réduisent à une seule quand l’angle « 
est égal à + à ou — 5 

231. — ProBrÈme. — Construire un triangle connaïssant les trois côtés 
a, b, c. 

Soit BC un segment égal à a. Construisons la circonférence de centre C 
et de rayon b, puis la circonférence de centre B et de rayon c. Ces deux 
circonférences se coupent en deux points À et A”, symétriques par rapport 
à la droite BC. 

Les deux triangles symétriques ABC et A'BC ont tous leurs éléments 
déterminés, et satisfont aux conditions de l'énoncé. 

Le problème a deux solutions distinctes, si un côté n’est pas égal à la 
somme ou à la différence des deux autres, ou encore si la somme des 
trois côtés n’est pas égale à 0. 

Solution trigonométrique. — La formule suivante donne l’angle « : 


a? = b? + c?— bc cos à. 


L'angle «, déterminé par son cosinus, peut prendre des valeurs inverses 
qui conviennent toutes deux. 

A une valeur fixée de l’angle « correspond une valeur unique pour cha- 
cun des deux autres angles. Ainsi l’angle 8 est déterminé sans ambiguïté ; 
on connaît, en effet, les valeurs de son cosinus et de son sinus, données 
par les formules suivantes : 

+ a — bb? b sin « 


RE + sin 8 — > 


Le problème a deux solutions, qui se confondent en une seule quand 
le cosinus d’un des angles est égal à + 1 où — 1. 
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